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TD 7 : Nombres réels et suites numériques

Exercice 1
Déterminer, si elle existe, la limite des suites suivantes :

) U = 3% d) un = g s g) U, = {2+ (1)
b) Up = (2” + 3")% ; e) Uy = Z;E:B: ; h) U, = cos(n)

c) u, = (%)n; f) u, =vn?—n—n; ) un =5, (%)k

Exercice 2
Expliciter le terme général des suites suivantes, définies par récurrence :

a) Pour tout k € N*, ap.1 = —2ay et a; = 2.
b) Pour tout p € N tel que p > 2, 2b, = b,_; et b = 2.
c) Pur tout n € N, ¢,, — ¢,,41 = 3 et ¢ = 10.

Exercice 3
Soit la suite arithmético-géométrique (u,),en définie par

Uy = O,
Vn >0, upy = %un + 4.

a) Calculer les 4 premiers termes de la suite (up)nen-
b) Si (u,) converge, quelle est la valeur de sa limite 7

¢) On construit la suite (v, ),en par Vn € N, v, = u, — . Montrer que cette suite est géométrique :
on précisera son 1¢ terme et sa raison.

d) Déterminer l'expression de (v,,)nen et en déduire celle de (uy,)pen-

e) A-t-on lim, , oo u, =17

Exercice 4
On consideére la suite (uy, )y définie par :

Uy = 1,
Vn >0, uyy = u:fil

a) A l'aide du calcul des premiers termes, conjecturer I'expression de wu,,.

b) Démontrer cette formule par récurrence.



Exercice 5
Soient les suites (U, )nen €t (Vn)nen définies par la donnée des réels ug et vy et les relations :

U,
Vn € N, { !

Up+1 =

(un + SUn)
(3w, + vy)

= =

a) Etudier les suites (d,,)nen €t (Sp)nen définies par :

d, = U, — vy,
Vn € N,

Sp = Up + Uy
b) Etudier la convergence des suites (ty,)nen €t (Un)nen.

Exercice 6
Soit la suite (uy,)nen définie par :

10"
VneN, u, = —
n!
a) Etudier la monotonie de (uy,)pex.
b) En écrivant que pour tout n > 11, on a :
10 n
10 10
n = — X J—
" PG
k=0 k=11

Montrer que lim,, o u, = 0.

Exercice 7
On consideére la suite (uy,),en définie par :
Up = ]-7
Vn >0, U1 = Uy, + i

a) Montrer que pour tout n € N, u,, > 0.

b) En déduire que la suite (u,),en est bien définie et qu’elle est croissante.

¢) Montrer par 'absurde que cette suite ne converge pas.

Exercice 8
Soit («, k) € R x R*. On considére une suite (u,)nen vérifiant :

VneN, |up1 —al < Eklu, —al.

a) Montrer que pour tout n € N, |u,, —a| < k™|ug — af.

b) Pour quelles valeurs de k la suite (u,),en converge-t-elle 7



Exercice 9
Soient les suites (U, )nens €t (U, )nens définies par :

n 2n
VnEN*,un:Z ! L

k=1

Montrer que les suites (uy,)nens €t (v, )nen+ sont adjacentes et donner un encadrement de leur limite.

Exercice 10
Soient (u)nen, (Un)nen et (wy)nen telles que :

Up = 0(v,) et v, = o(wy).
Montrer que : u,, = o(wy,).

Exercice 11
Soient les suites (uy,)n>1 €t (Vn)n>1 définies par :

14+ n? 1
Up = —.

Vn > 1, u":_l—n4 >

Montrer que (u,)n>1 €t (v,)n>1 sont équivalentes.

Exercice 12
Etudier la monotonie des suites (u,),en+ suivantes, définies par :

a) Pour tout n € N*, u,, = Y0~

b) Pour tout n € N*, u, = 2.
Exercice 13
Etudier la convergence des suites (u,)nen suivantes :

n2—1
n24+1"°

b) Pour tout n € N, 25 < u, < ntl

a) Pour tout n € N, |u,| <1 —

c¢) Pour tout n € N, u,, > In(n).

Exercice 14
Etudier la convergence de la suite (u,)nen telle que (uy,),en est croissante et

1
Vn e N* u, < —+1.
n



Exercice 15
On considére la suite (U, ),en+ définie par :

Vn € N*, un:\/2+\/2—i—...+\/§.

n radicaux

a
b

) Pour tout n € N*, déterminer une relation entre wu, 1 et w,.
¢) Pour tout n € N*, déterminer le signe de u?,; — u2. En déduire la monotonie de (uy,)nens.

Montrer que pour tout n € N*, u,, < 2.

d) Montrer que (uy,),en+ converge et calculer sa limite.

Exercice 16
Soient les suites (z,)nen €t (Yn)nen définies par la donnée des réels zg et yo et les relations :

Ty
xn—i—l - n2yn

Vn € N,
J— xn“l‘yn
Ynt1 = —5

Etudier la convergence de la suite (2, )nen définie par :

VneN, z, =z, + 1y,

Exercice 17
On considére la fonction f définie sur R et définie par :

f:x»—>é(x2+8).

a) Résoudre l'équation f(z) = 0.
b) Etablir le tableau de variations de f.

c¢) Etudier le signe de f(z) — x selon les valeurs de z.
Soit la suite (uy)nen définie par :
{ up € Ry,
Vn >0, tupsr = f(un).

d) Pour quelles valeurs de ug la suite (u,)nen est-elle constante 7
e) On suppose que ug = 1.

(i) Représenter graphiquement la suite (uy,)nen.

(ii) Justifier que la suite (u,)nen est croissante.

(iii) Que peut-on conclure ?

f) Mémes questions avec uy = 3, puis ug = 5.



